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Einsetzen der Konvektion in einer von unten gekiihlten Wasserschicht

bei Temperaturen unter 4° C

G.P. Merker, P. Waas, J. Straub und U. Grigull, Miinchen

Onset of Convection in a Horizontal Water Layer Cooled from below with Temperatures below 4°C

Abstract. The onset of convection was analytically and experimentally investigated for a horizontal water layer
cooled from below. The water temperature varied from 0°C to 20°C. The neutral stability curves, predicted
for different boundary conditions, are described by three parameters, the Rayleigh-Number Ra, the Nonlinear-
ity N and the Biot-Number Bi. The Nonlinearity N considers the deviation of the real density-distribution from
a linear distribution, the case of the well known Bénard-problem. The experimental results are in good agree-

ment with the predicted values.

Zusammenfassung. Das Einsetzender Konvektion in einer horizontalen von unten gekiihlten Wasserschicht im
Temperaturbereich 0°C bis 20°C wird analytisch und experimentell untersucht. Die, fiir verschiedene Rand-
bedingungen an den beiden Begrenzungsfldchen, berechneten Stabilitdtsgrenzen werden durch drei Parameter,
die Rayleigh-Zahl Ra, die Nichtlinearitdt N und die Biot-Zahl Bi vollsténdig beschrieben. Die Nichtlinearitat
N ist ein MaB fiir die Abweichung des tatsdchlichen Dichteverlaufs von einem der Temperatur proportionalen
Dichteverlauf, wie er beim klassischen ''"Bénard-Problem' vorliegt. Die experimentellen Ergebnisse stim-

men mit den berechneten Werten sehr gut iberein.
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1. Einleitung

Wird eine horizontale Wasserschicht der Dicke H von
unten gekiihlt, so entsteht ein sich liber die Wasser-
hohe veranderndes Temperatur- bzw. Dichteprofil.
Diese Schichtung ist solange stabil, als die Dichte mit
der Hohe abnimmt. Sinkt dagegen die Temperatur der
Kiihlplatte unter 4°C, so entsteht als Folge des Dich-
temaximums bei etwa 4 °C eine instabile Schichtung,
die Dichte nimmt in diesem Bereich mit der Hohe zu.
in einer stabilen Dichteschichtung erfolgt der Wirme-
transport ausschlieBflich durch Leitung, wogegen in ei-
ner instabilen Schichtung Konvektion einsetzen kann,
sobald die das Problem beschreibenden Parameter
bzw. Kennzahlen, bestimmte sog. kritische Werte er-

reichen.

b= Laplace-Operator
Axy zweidimensionaler Laplace-Operator
v Nabla-Operator

Bi Biot-Zahl

N Nichtlinearitat

Ra Rayleigh~Zahl
Indizes

A ungestdrte GrofRe
* Storgrofe

- Vektor

0 Bezugsgrofle

K Konvektionsbeginn
G Gefrierbeginn

18] Umgebung

1 Wasserunterseite
2 W asseroberseite

Fiir eine lineare Temperaturabhéngigkeit der Dich-
te, wie sie fiir Wasser oberhalb von 10°C mit guter
Niaherung vorliegt, ist das Stabilitdtsverhalten einer
Fluid-Schicht unter dem Begriff "'Bénard-Problem"
hinldnglich bekannt. Die Stabilitdtsgrenze bzw. das
Einsetzen der Konvektion ist fliir verschiedene Rand-
bedingungen auf der Ober- und Unterseite der Was-
serschicht durch eine einzige Kennzahl, die sog. kri-
tische Rayleigh-Zahl gekennzeichnet.

Als eine Art Erweiterung des ''Bénard-Problems'
wird in dieser Arbeit nun das Einsetzen der Konvek-
tion bei einer von unten gekiihlten Wasserschicht im
Temperaturbereich 0 € T £ 20°C, sowohl theoretisch
als auch experimentell, untersucht. Es zeigt sich da-
bei, daBl das Stabilitatsverhalten dieser Schicht durch

zwei Parameter, Rayleigh-Zahl Ra und Nichtlineari-
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tat N, vollstandig beschrieben werden kann. Die Nicht-
linearitat ist dabei ein Mal fiir die Abweichung des
tatsdchlichen vom linearen Dichteverlauf. N = 0 lie-
fert die Lésung des '"Bénard-Problems".

Veronis [ 1] hat fiirdenFall isothermer Begrenzungs-
flachen - Temperatur der Unterseite 0°C, Tempera-
tur der Oberseite gleich oder groBer 4°C - eine ge-~
schlossene analytische Losung angegeben. Diese L&-
sung, bei der die beiden Kennzahlen etwas anders als
hier definiert sind, beschreibt jedoch nur einen Ast,
Ra und N kleiner Null, der spater zu diskutierenden
Stabilitdtsdiagramme. Experimentelle Untersuchun-
gen von Legros et al. [2] an einer von unten beheiz-
ten Wasserschicht, mit Temperaturen der Oberseite
zwischen 0°C und 20°C, stimmen mit den von Vero-
nis [1] berechneten Werten gut iiberein.

Sparrow et.al. [3] haben die Stabilitdtsgrenzen
einer horizontalen Fluid-Schicht mit inneren Warme-
quellen aber linearer Temperaturabhédngigkeit der
Dichte analytisch untersucht. In der vorliegenden Ar-
beit wird weitgehend das von diesen Autoren verwen-
dete Losungsverfahren fiir die Stor-Differentialglei-

chung verwendet.

2. Theoretische Grundlagen

2.1. Allgemeine Differentialgleichungen

Das Geschwindigkeits- und das Temperaturfeld in der
von unten gekilhiten Wasserschicht werden durch die
Erhaltungssitze der Physik und die thermodynamische
Zustandsgleichung beschrieben. Dabei Beginn der Kon-
vektion die auftretenden Stromungsgeschwindigkeiten
naturgeméaf klein sind, kann Energiedissipation ver-
nachlédssigt werden. Im vorliegenden Temperaturbe-
reich 0°C < T < 20°C werden die Stoffwerte, auller der
verinderlichen Dichte im Auftriebsterm in der Bewe-
gungsgleichung, als temperaturunabhangig angenommen
(Boussinesq-Approximation), ferner wird das Wasser
als inkompressibel angesehen.

Mit diesen, die beschreibenden Differentialglei-
chungen wesentlich vereinfachenden Annahmen erhalt
man aus dem Impulserhaltungssatz die Bewegungs-

gleichungen

—D-vz—l—()v w
° Sp =eek - 9p + vou

(1)
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mit dem Einheitsvektor fiir die Massenkraft k = (0,0, -1).
Aus dem Energieerhaltungssatz folgt die Fouriersche
Wiarmeleitungsgleichung

B—’tr = aAT.

(2)
Der Massenerhaltungssatz fiilhrt auf die Kontinuitits-
gleichung

divw = 0.

(3)

Im vorliegenden Temperaturbereich0 <T <20°C und
fiir konstanten Druck p ~ 1 atm kann die Temperatur-
abhéngigkeit der Dichte bei Wasser nach Merker et.
al. [4] durch die einfache Potenzgleichung zweiten
Grades

2
p (T) :po(1+BlT+B2T ) (4)
- 999,831 kg/m°>,
64,817-107° 1/K,

B, - -7,798-1078 1/K>

mit po

dargestellt werden.

2.2. Die Stor-Differentialgleichung

Im folgenden wird mit der Methode der kleinen Schwin-
gungen das Stabilitdtsverhalten eines ungestdrten, sta-
tiondren Ausgangszustandes untersucht. Als ungestor-
ter Fall wird der stationare Zustand betrachtet, bei
dem Wirme nur durch eindimensionale Warmeleitung

zur Kiihlplatte flieft, dafiir gilt dann

:v’(}:O,

(z), (5)
(z)

- g
noon
oy <D
N

H
3>

Die Bewegungsgleichung (1) reduziert sich auf

(1a)

und die Wirmeleitungsgleichung (2) auf

d2

dz

(2a)

= 0.

o3y

Diesem ungestorten Fall werden kleine Stérgeschwin-

digkeitskomponenten u¥*, v¥* und w¥*, die kleine Tempe-~
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ratur- und Druckschwankungen T# bzw. p* hervorru-
fen, so lUberlagert, daf w, T undpdieGrundgleichun-
gen (1) bis (3) erfiillen. Fiir den gestérten Fall er-

halt man damit

u’v’w = u*’v')i',w*(x’y’z’t) 9
T =T(z) + T*(x,y,2,t) , (6)

p = p(2) + p*¥(x,y,z,t) .

Die Temperatur - bzw. Dichteschichtung ist stabil,

wenn die einmal aufgebrachten Stdrkomponenten mit
der Zeit verschwinden, sie ist instabil, wenn diese

Komponente iiber alle Grenzen anwachsen.

Die Storgréfen u¥*, v¥*, w¥*, T¥ und p¥ sollen vor-
aussetzungsgemaB so klein sein, daR ihre Produkte
und Quadrate vernachlissigt werden konnen. Elimi-
niert man mit der Zustandsgleichung die Dichte im
Aufiriebsterm der Bewegungsgleichung, so erhilt man

die linearisierten Gleichungen

(& - va) w* = gkT*(B_ + 2B,7T) -51— vp* (1b)
0

(%_aA)T*:_W%% , (2b)

div w¥ = 0. (3b)

Das sind 5 Gleichungen fiir die 5 Unbekannten u¥*, v¥,
wi, T* und p¥*.

Aus den 3 Bewegungsgleichungen (1b) kénnen un-
ter Beachtung der Kontinuititsgleichung (3b) die Ge-
schwindigkeitskomponenten u* und v¥* und der Druck

p* eliminiert werden. Es folgt
D # o _ T *
(37 - Vo) aw = (B, + 2BZT)AxyT . (7)

Eliminiert man aus obiger Beziehung mit der Ener-
giegleichung (2b) die Temperatur T#, dann erhidlt man
die sog. Stordifferentialgleichung fiir die Stérgeschwin-

digkeitskomponente w#

(i- vA) (Q- - ah) Awh* -
ot ot
>f (8)
- BEg(Bl + 2B2T)Axyw* =0.

Diese Differentialgleichung liefert in Abhingigkeitvom
Temperaturgradienten Losungen fiir die Geschwindig-
keitskomponente w*. Ersetzt man in Gl.(8) w* durch

T#* so hat mandie Stordifferentialgleichung fiir die Stér-

temperatur T*. Unter Beachtung der in Kap. 2.4 zu be-
sprechenden Randbedingungen sind die Losungen der

Stordifferentialgleichungen fiir w* und T* gesucht.

2.3. Die gewdhnliche Stor-Differentialgleichung

Da eine stabile Dichteschichtung priméar durch Geschwin-
digkeitskomponenten senkrecht zur Schichtung gestdrt
wird, ist es sinnvoll, im LOosungsansatz fiir w* bzw.T*
eine Trennung der Variablen einzufilhren- die partiel-
le Stordifferentialgleichung (8) 148t sich damit auf eine

gewdhnliche Differentialgleichung transformieren - man

erhalt

wh = F(2)-Glx,y) rexplot), (9)
T# = E(2)-G(x,y)-exp(ct). (10)
Dabei gilt noch die Nebenbedingung

By G+ (2)% =0, (11)
die man durch Einsetzen der Randbedingung

wit =0:2z=0,H (12)

in Gl.(2b) erhilt. Dabei kann die auftretende Konstan-
te (E"/E)z -0 durchbz/H2 ersetzt werden, Ref.[3].

Aus dem Losungsansatz, G1.(9) und (11) ergibt sich
fir o < 0 ein stabiles und fiir ¢ > O ein instabiles Ver-
halten. ¢ = 0 stellt deshalb die sog. Stabilitdtsgrenze
dar.

G1.(9) und
(10), in die partielle Stérdifferentialgleichung (8) ein,

Setzt man die Ansédtze fir w¥* und T*,

so kann mit der Nebenbedingung (11) die Funktion
G(x,y) eliminiert werden. An der Stabilitdtsgrenze

¢ = 0 erhdlt man mit ¢ = Z/H fiir F(¢) die gewohnliche
Differentialgleichung

VI

pVI 200V o 4 10

+3bFI +

[dT

3, 2
~y Hb 6 ~
Eg(B1 + ZBZT)—a—-_V__ b ]F = 0. (13)

Mit der Annahme eines konstanten Temperaturgradien-
ten im ungestdrten Fall bzw. der Losung der Gl.(2a)

"I:: T, + (T (2a)

g+ (T =Ty

folgt schlieflich die gewdhnliche Differentialgleichung
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Bild 1. Temperatur- und Dichteverlauf in einer Was-
serschicht im ungestdrten, stationdren Zustand fiir
T, ~0°Cund T, = 15°C

VI

FYL_ gpRplV

N L

[(Ra+ (4 - 8)RaN)b® -8 JF =0 (14)

fiir die unbekannte Funktion F ().
Dabei wurden die beiden dimensionslosen Parame-~
ter Rayleigh-Zahl:

Ra = = 5y (15)
und Nichtlinearitét:
sp max
N =TT ety (1)
oiTy) - lTy
eingefihrt.
&p max ist die maximale Abweichung des Dichtever-

laufs infolge der Zustandsgleichung (4) von einem ide-
ellen, der Temperatur proportionalen Verlauf, s.Bild 1.

Es 148t sich zeigen, daB bei der mit Gl.(4) gege-
benen quadratischen Temperaturabhangigkeit der Dich-
te die maximale Abweichung immer an der Stelle H/2
auftritt und den Wert

B

&p = - 2

max iy (17)

2
(Ty -Ty) %y

hat. Der Koeffizient 82 der quadratischen Zustands-

gleichung ist fiir Wasser negativ, Merker et.al. [4].
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2. 4. Randbedingungen

Bei der vorliegenden Aufgabe treten zwei Arten von
Randbedingungen, hydrodynamische und thermische,
auf.
a) Hydrodynamische Randbedingungen
al) Bei einer festen Begrenzungsfldache werden an
dieser alle Geschwindigkeitskomponenten zu Null. Da
diese Haftbedingungen fiir alle x undy erfiillt sein muB,

folgt damit aus der Kontinuititsgleichung (3)

dDwH
dz

=0 (18.1)
Mit G1.(9) erhilt man somit fiir eine feste Grenzflache

(18.2)

a2) An einer freien Begrenzungsfliche muf ebenfalls
die vertikale Geschwindigkeitskomponente w* ver-
schwinden. Eine freie Oberflache kann definitionsge-

maf keine Tangentialspannungen iibertragen, es gilt

du* Dvit

=< - 19.1

dz dz 0. (19.1)

Mit der Kontinuitdtsgleichung (3) folgt damit

2w )

o wh _ o (19.2)
2

Dz

und daraus mit G1.(9) fiir eine freie Oberflache

I

F=F":-0. (19.3)

b) Thermische Randbedingungen

Ublicherweise versteht man unter Randbedingung I.
Art eine Aussage liber die Temperatur der Begrenzungs-
fliche, die Randbedingung II. Art ist eine Aussage lbe:
den Wiarmestrom durch die Begrenzungstldche und die
Randbedingung III. Art ist eine Kopplung zwischen dem
Wirmetransport infolge Leitung in einem Medium und
dem konvektiven Wirmetransport vonbzw. zur Begren-
zungsfléache.

b1l) Ist die Temperatur der Begrenzungsfldche kon-
stant, so gilt T# = 0. Damit folgt aus G1.(7)
( o

= - vb)Aawr =0.

Y (20.1)

Mit dem Losungsansatz (9) und der Nebenbedingung (11

folgt daraus fir die Stabilitidtsgrenze o = 0



G.P. Merker, et al.: Einsetzen der Konvektion in einer von unten gekiihlten Wasserschicht 103
FIV _op?rll L piF - 0. (20.2) Die Koeffizienten d%‘) bis d(sl) berechnen sich dabei
mit
b2) Ist der Warmestrom an der Begrenzungsfliche
konstant, so erhilt man mit dT*/dz = 0 analog zub1) (i) 1:n=1i
avt’ -6 . = ;0<n<5. (24.2)
die Beziehung n nt O:n#i

A% 2111 4.1

F' -20°F" +bF =0. (21)

b3) Die Randbedingung III. Art liefert fiir die Be-
grenzungsfldche die Bedingung

(22.1)

Analog zu oben erhalt man damit die Bedingung

\ 2.1 4.1

FY - 2p?rll | pip 2pll | 4

- Bi(FY - 2b%F! 4 bRy |

(22.2)

wobei Bi = gH/2 die Biot-Zahl darstellt.

2.5. Lésungsansatz fir F(z)

Die gewohnliche homogene Differentialgleichung (14)
kann mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes geldst wer-
den. Nach Sparrow et.al. [3] wird der spezielle An-

satz

5
PO = ) o),
i=0

i L)

n=0

(23)

verwendet. Setzt man diesen Ansatz indie Differential-
gleichung (14) ein und beriicksichtigt, daB die Koeffi-
zienten aller auftretenden Potenzreihenglieder zuNull
werden missen, so erhilt man eine Rekursionsformel
fiir die Koeffizienten dn flirn 2 6:

n'-d(é) = 3b%(n - 2)'d1(11)2 3bt(n - 4)!dr(1i_)4 -

[(Ra + 4RaN)D? - 607 (n - 6)1all) | (24.1)

8RaNb2(n 6)'d( )

Die Koeffizienten C0 bis C5 werden iiber die Randbe-

dingungen der speziellen Aufgabe bestimmt.
2.6 Losungsweg

Fiir den Fall, daBR an den Begrenzungsflachen gilt:

¢
¢ = 1: freie Begrenzungsflidche und RB III. Ari

0: feste Begrenzungsflidche und RB II. Art

soll die weitere Behandlung kurz skizziert werden.

Mit den Gln.(18.2) und (21) lauten die Randbeding-

ungen fiir die untere Begrenzungsfldche, { = 0:
F-=rlzo0, (18.2)
FY - 2?F 2o (21.1)

und mit den Gln.(19.3) und (22.2) fiir die obere Be-

grenzungsflache, ¢ = 1:

(19.3)

A 2111 4.1 v

F' -2b°F " +b F +BiF " =0. (22.3)

Mit dem Losungsansatz (23) folgt aus den obigen Be-
ziehungen ein lineares algebraisches Gleichungssys-
tem zur Bestimmung der 6 unbekannten Koeffizienten

C,. bis CS’ wobei sich die Koeffizienten CO und C1 mit

0
G1.(18.2) zu Null ergeben.
Zur Bestimmung der Koeffizienten C2 bis C5 er-
halt man folgendes Gleichungssystem
0 “12a®> 0 120 o,
£2) 3 4 (s) .
(1) (1) (1) (1) 3 o
LA2) (31 () (5)I o h
£(1) (1) (1) (1) 4
A2 A8 g0y 4 (5) o
Al A1) A1y A 5
(25)
mit
Al GV 2.(i)11 (i)1 (i)1v
AY) = (1) - 2b f(l) s bt (1) +B1f(11) . (26)
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Losungen des Gleichungssystems (25) existieren nur, 2.7. Ergebnisse

wenn der Wert der Koeffizientendeterminante Null Bei allen untersuchten Fillen wurde die untere Be-
wird. Diese Determinante ist eine Funktion von4 Va-
riablen der Rayleigh-~Zahl Ra, der Nichtlinearitit N,

der Biot-Zahl Bi und der Wellenzahl b

grenzungsfliche (Boden) als fest angenommen. Fir
die Oberseite der Wasserschicht, feste oder freie
Oberfldche wurde die thermische Randbedingung III.
Det = f(Ra,N,Bi,b) . , (27) Art gewdhlt.

Gibt man die Biot-Zahl und die Nichtlinearitat N als

konstant vor, so 148t sich zu jedem Wert der Wellen- Tabelle 1. Fallunterscheidung aufgrund der Randbe-

zahl b eine Rayleigh-Zahl Ra ermitteln, fiir die die dingungen
Koeffizientendeterminante Null wird. Dabei zeigt sich, Begrenzungsfliche
daB in Abhéngigkeit der Wellenzahl die zugehorige Fall
oben unten
Rayleigh-Zahl ein Minimum durchlauft.
Diese minimale Rayleigh-Zahl gibt die Stabilitéts- il ilje% ) Tq = cons:
rei = cons
grenze bei vorgegebener Biot-Zahl und Nichtlineari- . fost 0< Bi<o fost cl{ - const
tat an und wird allgemein als kritische Rayleigh-Zahl v fest T, = const

bezeichnet.

Tabelle 2. Kritische Rayleigh-Zahl, Nichtlinearitit und Wellenzahl fir Fall I,
oben: freie Begrenzung und 0 < Bi <,
unten: feste Begrenzung und q = const

Bi =0 N Bi =co
Ra b Ra b
320 0 0 816,7 2,22
334 0 0,1 818,1 2,19
351 0 0,2 817,9 2,18
411 0 0,5 808 2,17
576 0 1,0 768 2,17
736 2,39 2 653 2,27
449 2,90 5 398,5 2,52
256 2,99 10 231,5 2,66
28,8 3,08 100 26,5 2,82
- 29,3 3,10 -100 - 27,3 2,90
-328,3 3,30 - 10 -310 2,90
- 2,75.10% 3,50 - 2 - 2,74-10°% 3,50
- 11,63-102 4,50 - 1 - 11,83-10% 4,00
- - - 0,5 -181,8 -103 5,30

Tabelle 3. Kritische Rayleigh-Zahl, Nichtlinearitdt und Wellenzahl fiir Fall II,
oben: freie Begrenzung und 0 < Bi €
unten: feste Begrenzung und T = const

Bi =0 N Bi =0 b
Ra b Ra
669 2,09 0 1100,66 2,68
725 2,10 0,1 1137 2,69
1040 2,30 0,5 1271 2,76
1440 3,01 1 1361 2,93
1333 3,70 2 1237 3,38
428 4,07 10 417 3,91
48 4,22 100 46,8 4,10
- 49 4,00 -100 - 48 4,11
- 545 4,36 - 10 - 539,8 4,20
- 19,9 .103 5,66 -1 - 19,8 .10 5,40
- 385 «102 5,80 - 0,5 - 348 «103 5,70
-  8,25-106 5,80 - 0,1 8,25-10° 5,70
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Tabelle 4. Kritische Rayleigh~Zahl, Nichtlinearitiat und Wellenzahl fir
Fall IIT,

oben: feste Begrenzung und 0 < Bi <o,

unten: feste Begrenzung und q = const

Bi=0 N Bi =

Ra b Ra b
720 0 0 1295,8 2,55
720 0 0,1 1257,5 2,53
720 0 1 943,8 2,47
238 2,7 10 224,9 2,62
27 2,8 100 25,4 2,68

- 26,5 2,8 -100 - 26,2 2,70

- 298 2,85 -10 - 297,3 2,80

-11697 4,10 -1 -11697 4,00

Die Randbedingung III. Art, G1.(24.2), geht fiir
Bi »co in die Randbedingung 1. Art iber. Es seiaus-
driicklich darauf hingewiesen, daB der andere Grenz-
fall Bi = 0 hier nicht als adiabate Oberseite inter-
pretiert werden kann, da der im ungestérten Fallvor-
handene konstante Temperaturgradient einen endlichen
Wiarmestrom an der Oberseite verlangt. Damit gilt an

der Oberseite der Wasserschicht:

Bi =0 : g = const., Randbedingung II. Art
0 < Bi <oo: Randbedingung III. Art
Bi =0 : T = const., Randbedingung I. Art

Mit den restlichen Randbedingungen lassen sich 4 Fal-
le unterscheiden, siehe Tabelle 1.

Die Ergebnisse der Stabilitdtsuntersuchung sindin
den Tabellen 2 bis 5 bzw. in den Bildern 2 bis 5 dar-
gestellt, in denen der Betrag der Rayleigh-Zahl Rain
Abhéngigkeit der Nichilinearitdt N aufgetragen ist.

Tabelle 5. Kritische Rayleigh-Zahl, Nichtlinearititund
Wellenzahl fiir Fall IV,

oben: feste Begrenzung und Bi = 0

unten: feste Begrenzung und T = const

Grenzwert fiir Bi =co, N = 0: Ra = 17086

Bi=0

Ra b N
1295,8 2,55 0
1369,2 2,60 0,2
1497,1 3,10 1
1286,2 3,50 2
421 4,00 10

47,2 4,10 100

- 48,4 4,10 -100

- 542.,9 4,20 -10

-19891 5,30 -1

Kleine Kriimmungen des Dichteprofils p (z) haben im
Bereich N > 0 bzw. Py =Py fast keinen Einflufl auf das
Stabilitatsverhalten; bei freier Oberfldche und kleinen
Biot-Zahlen wirken sie sogar stabilisierend, Bild 3
und 4. Ab etwa Ra-N > 103 bzw. N > 1 wird die kriti-
sche Rayleigh-Zahl sehr schnell kleiner, bis sie in
allen Féllenim Bereich 2- 103 <Ra-N<5. 103 den Wert
Null erreicht; d.h. ab einer bestimmten Kriimmung

wird das Dichteprofil mit p 9 =04 instabil.

108
105 /
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0%
Bi=0,00
= instabil
[ 16,7
0 vy P S
Bi=co /
Bi=0
) 320 stabil instabil
10
SE
pa
4
s Ra=>0 Ra<0
]07 L [
w 2 4 sa10? 0° 10° 0°

N.Rg——s

Bild 2. Stabilitdtsdiagramm fir Fall I,
unten: feste Begrenzung und q = const.
oben: freie Begrenzung und 0 < Bi <o
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Bild 3. Stabilitdtsdiagramm fiir Fall II,
unten: feste Begrenzung und T = const.
oben: freie Begrenzung und 0 < Bi £
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Bild 4. Stabilitdtsdiagramm fiir Fall IIT,
unten: feste Begrenzung und q = const.
oben: feste Begrenzung und 0 < Bi < oo
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Bild 5. Stabilitdtsdiagramm fiir Fall IV,
unten: feste Begrenzung und T = const.
oben: feste Begrenzung und 0 < Bi €

Anhand der Definition der beiden Kennzahlen er-
kennt man, daB die Stabilitdtskurve zwei Aste haben
mufl; firp 5 >Py sind Ra und N positiv und fiir og <Py
negativ. Die Auftragung Ra iiber Ra*N hat den Vor-
teil, daB der Punkt mit Py =Py bzw. Ra = 0 im End-
lichen liegt.

Fiir N = 0liegt die Lésung des "Bénard-Problems"
vor. Die dafiir berechneten Werte sind als Asympto-
ten in die Stabilitdtsdiagramme eingezeichnet und
stimmen mit den bekannten Werten aus der Literatur
liberein.

Fiir eine konvergente numerische Lésung muBten
im allgemeinen 30 bis 50 Reihenglieder beriicksich-
tigt werden. Die numerischen Rechnungen wurden auf
einem Digital-Rechner mit sechs Dezimalstellen durch-
gefiihrt, die Rayleigh-Zahlen kénnen dadurch bis zu
+ 0,1 und die Wellenzahlen bis zu * 0,03 von den ex-

akten Werten abweichen.

3. Experimentelle Untersuchungen

Im folgenden werden fiir den Fall: konstanter Warme-
strom am Boden, Randbedingung III. Art an der frei-

en Oberflidche, eigene Versuche beschrieben.



G.P. Merker, et al.: Einsetzender Konvektion in einer von unten gekiihlten Wasserschicht 107

Schaumstoff-
isolierung

le— 2002

Plexiglaswand

Thermoelemente

Wasserschicht

Kihiplatte

Peltierelemente

Wasserkihlung

2 7 /

Bild 6. Schematische Darstellung des Versuchsgefdfies

DieTemperaturverteilung T(z) in der Wasserschicht
wurde mit 10 Ni - CrNi - Thermoelementen gemessen.
Gegen die Umgebung waren die Seitenwinde des Ver-
suchsgefifles (Plexiglas) mit Schaumstoff isoliert.

3.2. Versuchsergebnisse

Bild 7 zeigt den gemessenen Temperaturverlauf auf der
Ober- und Unterseite der Wasserschicht als Funktion
der Zeit fiir einen typischen Versuchsablauf. Dabei
lassen sich 4 Bereiche definieren. Bereich I stellt den
instationdren Anlaufvorgang dar. In der Phase der
quasistationdren Abkiihlung, BereichlII, bleibt die Tem-

peraturdifferenz T(z = H) - T(z = 0) nahezu konstant.

20 <
°C T, Einsetzen der
] ,\f Konvektion
10 i \ |
AT \ \ Beginn des
- Gefrierens
S /‘\ I
2, |
& 1 ~AT/3 ] !
£ ; \,\\'
i H
N S PR N \-! v—
-10
0 10 20 30 min 40

Zeit t ———=

Bild 7. Zeitlicher Verlauf der Temperaturen T; (t) und Ty (t)

wahrend eines Versuches

3.1. Versuchsaufbau

Bild 6 zeigt schematisch das Versuchsgefidf3. Die Kiihl-
platte bestand aus einem Aluminiumblech mit den Ab-
messungen 200 X 200 X 16 mm, deren Unterseite mit
Peltier-Elementen gekiihlt war. Mit diesen Peltier-
Elementen liefl sich die Randbedingung II. Art, kon-
stanter Warmestrom auf der Unterseite, sehr gut ver-
wirklichen. Dazu waren in der Aluminiumplatte zwei
Thermoelemente im Abstand Ax = 9 mm angebracht.
Mit der gemessenen Thermospannungs- bzw. Tempera-
turdifferenz AT konnte damit, abgesehen von der in-
stationdren Anlaufphase, der Wirmestrom q, der im
Bereich 500 < q < 5000 W/m'2 variiert wurde, berech-
net werden. Die Temperaturdifferenz AT lieB sich
wihrend eines Versuches konstant halten, wenn die
warmen Seiten der Peltier-Elemente mit temperier-
tem Kiihlwasser auf konstanter Temperatur von etwa

2009C gehalten wurden.

Wérme wird in der Wasserschicht nur durch Leitung
transportiert. Bei tK setzt Konvektion ein. Dies 148t
sich anhand der aufgezeichneten Thermospannungen
sehr gut festhalten, da sie, von unten beginnend, all-
mahlich von ihrem geradlinigen Verlauf abweichen. Un-
terhalb der 4°C-Isothermen wird Warme durch Kon-
vektion, oberhalb durch Leitung transportiert. In der
Ubergangsphase, Bereich III, wandert die 4 °C-Iso-
therme nach oben und damit vergréBert sich auch der
Konvektionsbereich zwischen der Wasserunterseite und
der 4°C-~Isothermen. Dies wird durch optische Beob-
achtungen mit dem einfachen Schattenverfahren gut be-
statigt, Bild 8. Im Bereich IV findet eine weitere Ab-
kiihlung der Wasserschicht statt. Infolge der, iiberdie
gesamte Wasserhdhe ausgedehnten Konvektion ist die
Temperaturdifferenz zwischen Ober- und Unterseite
wesentlich kleiner geworden. Bei tG gefriert dieWas-

serschicht. Die Temperatur in den unteren Wasser-
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Bild 8. Ausbreitung des Konvektionsbereiches:

keine Konvektion (a), Einsetzen der Konvektion (b),
Ausbreitung des Konvektionsbereiches (c-e), Konvek-
tion liber die gesamte Wasserhohe (f)

schichten kann dabei bis auf -5°2C gesunken sein. Die
ersten Eiskristalle bilden sich an der Kiihlplatte und
wachsen sehr schnell bis sie die Wasseroberfldche er-
reicht haben. Die Temperatur steigt dabei sprunghaft

auf 0°C an.
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Bild 9. Temperatur- und Dichteprofil kurz vor und un-
mittelbar nach dem Einsetzen der Konvektion

o

Bild 10. Skizze zur Korrektur der Rayleigh-Zahl beim
klassischen ""Bénard-Problem"

In Bild 9 sind je ein gemessenes Temperatur- und
Dichteprofil kurz vor und unmittelbar nach Einsetzen
der Konvektion dargestellt. Damit kénnen die Rayleigh-
Zahl und die Nichtlinearitdt berechnet werden. Da-

bei ist allerdings folgendes zu beachten: Wahrend die
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Bild 11. Vergleich der experimentell ermittelten mit
den berechneten Werten

Theorie einen linearen Temperaturverlauf T(z) vor-
aussetzt, ist das tatsidchliche Temperaturprofil inder
quasistationdren Abkiihlphase, Bereich II in Bild 7,
gekrimmt.

Sieht man einmal von der Nichtlinearitdt ab, be-
trachtet also den Fall des klassischen '""Bénard-Pro-
blems'', so kann die Kriimmung des Temperaturpro-
fils durch eine einfache Korrektur ndherungsweise be-
riicksichtigt werden, siehe Bild 10. Fiir die Rayleigh-~
Zahl erhélt man in diesem Fall

3

Ra:ga%—B(Tz-T1) = const . (28)

Unter der Annahme, daB die Neigung des Tempera-
turprofils an der Unterseite einen wesentlichen Ein-
fluB auf die Stabilitdt der Schichtung hat, 148t sich
die Beziehung (28) auch darstellen mit

T, -T

42 1

4 4 I
H — =H -tang = HRed -tana” . (29)

Die Tangente an das Temperaturprofil bei z = 0 kann

mit dem Warmestrom g dargestellt werden zu

q=2A -tanc«I.

wasser (30)

Damit folgt fiir die reduzierte Wasserhohe Hred die

Beziehung

HRea M(Tp-Ty) 1/4
H - qH

(31)

Die reduzierte Hb‘heHr wird wegen o' > o stetsklei-

ner als die tatsé’tchlicheesvasserht')he H sein.

Mit dem gemessenen Dichteprofil p (z) und Bild 9
und unter Beachtung der Beziehung (31) kénnen die
Rayleigh~Zahl Ra und die Nichtlkinearitét N berechnet
werden. Die Ergebnisse sind flir verschiedene Ver-
suche in Bild 11 dargestellt, dabei ist der Betrag der
Rayleigh-Zahl in Abhdngigkeit der Nichtlinearitit auf-
getragen. In das Diagramm sind zum Vergleich auch
die berechneten Stabilitdtsgrenzenbei einer freien Was-
seroberfliche eingezeichnet.

Die beiden Aste der berechneten Stabilitdtsgrenzen,
Ra und N gréfer bzw. kleiner Null, werden durch die
experimentellen Ergebnisse gut bestatigt. Die Unsich-
erheit bei der Rayleigh-Zahl betrigt etwa + 30 7, der
relative Fehler der Nichtlinearitdt nimmt wegen der
abnehmenden Dichtedifferenz p o " Py mit steigendem
Wert dieser Kennzahl zu. Erwartungsgemé8 liegendie
aus den Experimenten ermittelten Stabilitdtsgrenzen
bei gréBeren Rayleigh-Zahlen als die theoretisch er-
mittelten. Nur fiir den Fall, daf im Experiment die
unwillkiirlich vorhandenen Stdérungen das ganze Fre-
quenzspektrum iliberdecken, wird man die berechneten

"minimalen'" Rayleigh-Zahlen messen.

4. SchluBbetrachtungen

Die dargestellten Ergebnisse sollen an Hand eines ein-
fachen Beispiels einer Wasserschicht mit der DickeH
iiber einer Eisflache veranschaulicht werden.

Die Unterseite (fest) und die Oberseite (frei) seien
isothermeFlidchen. Die Unterseite habe stets 0° C, die
Temperatur der Oberseite sei im Bereich 0 < T2 < 20°C
variierbar.

In Bild 12 sind drei charakteristische Temperatur-
und Dichteprofile dargestellt. Die Profile b und ¢ wé-
ren bei linearer Temperaturabhéngigkeit der Dichte
stabil. Aus Bild 13 ist jedoch zu entnehmen, daf im

vorliegenden Fall in Abhéngigkeit der Wasserhothe alle
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Bild 12. Temperatur- und Dichteprofile in einer Was-
serschicht mit den isothermen Berandungen: unten
T, =0°C, obenT, =4°C{a), 8°C {(b)und12°C (c)

drei Profile instabil werden kénnen. Die gestrichelte
Kurve in Bild 13 stellt die Lésung fiir ein '"Bénard-
Fluid" dar; dafiir gilt dann flir die vorliegenden Rand-
bedingungen

fa ] g3 e (Ty) - p(Tl)
Krit = av p(T,)

= 1100. (32)

Fiir Temperaturen T2 kleiner als 79C stellt die Losung
fiir das ""Bénard-Fluid" eine brauchbare Nédherung dar,
d.h. es bestitigt sich die bereits an Hand der berech-
neten Stabilitdtsdiagramme getroffene Feststellung,
daB im Bereich Ra, N > 0 die Kriimmung des Dichte-
profils erst ab N > 1 Einflu auf das Stabilitatsver-
halten gewinnt.

Die beobachtete Tatsache, daB bei Wasserhshen
kleiner als 5 mm keine Konvektion festgestellt werden
konnte, stimmt mit der berechneten Stabilitdtskurve

in Bild 13 gut iiberein.
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Bild 13. Stabilitdtsdiagramm fiir eine Wasserschicht
mit T, = 0°C und isothermer fester Berandung
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